Was eine Pendeluhr mit Geo- und fundamentaler

Gravitationsphysik verbindet
Klaus Retzlaff

Anlass fur diese kleine physikalische Abhandlung ist die Bemerkung des Uhrmachermeisters
Joachim Hoppe, dass die Uhrmacher friher versuchten, die Uhr durch eine Veranderung der
Pendelmasse zu eichen, aber dann waren sie darlber sehr verwundert, dass der Uhrengang
nicht von der Pendelmasse, sondern von der Pendellange abhéngig war. Wie das kommt und
was das mit fundamentaler Gravitationsphysik zu tun hat, dartiber wird hier berichtet. Doch
die Gleichungen geben Anlass flr einen Blick darlber hinaus und lassen uns staunen ...

* * %

Zusammenfassung: Einerseits ist eine Pendeluhr ein simples Instrument zur Zeitmessung,
andererseits ist sie auch ein Gravimeter. Es wird nicht nur gezeigt, welche Rolle fundamentale
physikalische Prinzipien in der Pendeluhr spielen, sondern auch, wie es gelingt, mittels einer
Pendeluhr die Masse der Erde, die Fallbeschleunigung und schlieflich sogar den Erdradius
und damit die mittlere Dichte der Erde zu messen.

Die Pendeluhr beschreiben wir im Rahmen
des Formalismus von Lagrange. In einem
kartesischen Koordinatensystem, das sich
an der Oberflache der Erde befindet, sodass
die x-Koordinatenachse eine Tangente zur
Erdoberfliche im Abstand R vom
Erdmittelpunkt bildet und die y-Achse die
Hohe Uber dem Abstand R beschreibt,
ergeben sich fur die Position der
Pendelmasse die folgenden Beziehungen:

x=1I-sina 1)
y=1-(1-cosa) '
Dabei ist der Winkel « die Auslenkung des
Pendels und | ist die Pendellange.

Die Lagrange-Funktion ist die Differenz
zwischen der kinetischen Energie T und der
potentiellen Energie U:

L=T-U ).

Gehen wir davon aus, dass die Pendellange
Klein gegenuber dem Abstand zum
Erdmittelpunkt ist, das heif3t, dass | <<R
gilt, kann das Gravitationsfeld im Bereich
der Pendellange als konstant angesehen
werden. In diesem Bereich ist demnach die
zum Erdmittelpunkt gerichtete
Fallbeschleunigung:

Die faszinierende Pendeluhr g=f— (3).
Otto von Guerickes R
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Die GroRe f ist die Newtonsche

Gravitationskonstante und M bezeichnet die
aktive schwere Masse der Erde, die das
Erdgravitationsfeld erzeugt. Fir die
Lagrange-Funktion (2) ergibt sich durch
Einsetzen der entsprechenden Ausdriicke:

2

\'
L=m, =m,-g-y @.

In der Beziehung (4) ist m; die trage

Pendelmasse, v® das Quadrat der

Geschwindigkeit und m, die passive

schwere Pendelmasse.

Diese Begriffe, trage Masse, passive
schwere Masse und aktive schwere Masse,
sind fur uns von Bedeutung. Die trage
Masse ist jene, die fur den Widerstand
gegen eine Anderung des
Bewegungszustands zustandig ist und die
wir aus dem zweiten Newtonschen Axiom

—

F=m,-a (5)

kennen. Die passive schwere Masse
bezeichnet die Eigenschaft eines Korpers,
auf ein gegebenes Gravitationsfeld g zu

reagieren:
F,=m,-§ (6).

Die Beziehung (6) beschreibt die
Gravitationskraft. Man mag anmerken, dass
sowohl (5) als auch (6) das zweite
Newtonsche Axiom représentieren, weil §
die Fallbeschleunigung ist und demzufolge
m; =m, trivial gelten misste, wobei diese

Gleichheit kein fundamentales Prinzip ist.
Doch man bedenke, dass die Kraft Ifg bei
einem im Gravitationsfeld ruhenden Objekt
gemessen wird. Demnach reprasentiert §

das Gravitationsfeld und ist zugleich die
Fallbeschleunigung fir ein Teilchen, das
sich frei bewegen kann. Dieses frei bewegte

Teilchen, ,spiirt“ aber gerade nicht die
Kraft lfg , weil diese Kraft exakt durch die

Tragheitskraft F ausgeglichen wird. Dieser
Ausgleich ist nicht trivial, aber typisch fur
die Gravitation. In einem Coulomb-Feld
verhdlt es sich nicht so. Schliel3lich ist die
GroRe g die Feldstarke der Gravitation:

" M =

In (7) geht die aktive schwere Masse, also
die Masse, die das Gravitationsfeld erzeugt,
ein. (7) gilt als vektorielle Schreibweise der

Beziehung (3), wobei der Vektor R vom
Massenmittelpunkt der Erdmasse M
ausgeht. Wir sehen an dieser Stelle
demnach, dass in der Newtonschen Physik
Massen in  vollig  unterschiedlichen
physikalischen Bedeutungen vorkommen.
Fur das Quadrat der Geschwindigkeit
kdénnen wir unter Anwendung des Satzes
von Pythagoras auch schreiben:

vi=x2 4y’ (8).

Hierbei bedeuten die Punkte Uber den
Buchstaben die zeitliche Ableitung, das
heil3t:

. dx
X:azvx

& ©)
YT

(9) gibt die x- und y-Komponente der
Geschwindigkeit an.

Um die endglltige Form der Lagrange-
Funktion zu finden, mussen wir demzufolge
noch die Zeitableitung der Beziehung (1)
bilden, um diese anschlieBend in (4)
einzusetzen. Das wollen wir tun:

v, =Xx=1-cosa-a
. . : (10).
v, =y=l-sina-a
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Nun setzen wir (1) und (10) in die
Lagrange-Funktion (4) ein und erhalten
folglich:

L:mT%(IZ-cosza-d2+lz.sin2a‘d2)—

-m,-g-1-(1-cose)

Umgeformt ergibt das:

L:mT%Iz-dz-(sin2a+cosza)—
-m,-g-1-(1-cosa)

Weil immer sin® o +cos’ a =1 gilt, folgt
endgultig:

|2 -2

L=m, 2“ -m,-g-1-(1-cosa) (11).

Mit Ausnahme der Anfangsbedingungen
enthalt die Lagrange-Funktion (11)
samtliche  Informationen  Uber  die
Pendelbewegung.

Aus der Lagrange-Funktion kann somit die
Bewegungsgleichung abgeleitet werden.
Die  Bewegungsgleichung st  die
sogenannte  Lagrange-Gleichung. Im
Allgemeinen handelt es sich um ein System
von Gleichungen, in unserem Fall reduziert
sich das Problem auf eine einzige
Differentialgleichung fiir den Winkel «(t) .

Unsere Schreibweise ,,x(t) « verrét, dass

wir das zeitliche Verhalten des Winkels
beschreiben wollen, das heit die
Pendelbewegung.

Die Lagrange-Gleichung lautet:

— =0 (12).

Wir muissen demnach die einzelnen
Ableitungen bilden:

8—L‘:mT 1%
oa

d oL 9 .
_—'zmT-I o
dt oa

(13).

und

ﬂ:—ms.g-l-s.inoz (14)
oa

Setzen wir (13) und (14) in (12) ein, ergibt
sich:

m, -1?-é&+m,-g-l-sina=0 (15).

Die Losung dieser Differentialgleichung
beschreibt das zeitliche Verhalten des
Winkels a = a(t).

Leider handelt es sich hierbei nicht um eine
lineare Differentialgleichung, weshalb die
Losung schwierig ist. Aber fur kleine
Auslenkungen a~0 qilt: sinax«.
Demnach lautet die Differentialgleichung:

m, - 1?-g+m -g-1-a=0 (16).

Das ist eine lineare  homogene
Differentialgleichung zweiter Ordnung und
ihre Losung stellt kein Problem dar.
Formen wir sie zunachst geringfuigig um:

M9,-0 (17).
my -1

a+

AnschlieBend erkennen wir, dass sie eine
Sinusschwingung mit der Frequenz

m-g

w=_|— (18)
my -1

beschreibt, denn mit (18) wird (17) zu:

d+w’a=0 19).
(19)
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Betrachtet man nun (19), Uberzeugt man
sich leicht, dass

a(t) = a,sin(w-t) (20)
eine Losung von (19) darstellt, da gilt:

a=a,-cos(w-t) o
. . ) (22).
a=-a,-Sin(w-t)-o

Setzt man (21) in (19) ein, ergibt sich:
—a, -sin(w-t)-0® +0* -a, -sinf(w-t) =0

Die Losung (20) beschreibt demzufolge
tatsachlich das zeitliche Verhalten der
Auslenkung und es handelt sich um eine
Sinusschwingung. Dabei bezeichnet «, die
Amplitude.

Weil die Schwingungsdauer mit der
Frequenz zusammenhangt, gilt:

r=2-7z'l (22).
)

Durch Einsetzen von (18) folgt die
Schwingungsdauer:

m; -
m, - g

S

T=2-7- (23).

Das ist die Gleichung, die flr unsere
Diskussion von entscheidender Bedeutung
ist und die die Uhrmacherkunst des Baus
von Pendeluhren in Beziehung zur
Gravitationsphysik setzt.

Wir hatten gesehen, dass in der
Newtonschen Physik Massen in vollig
unterschiedlichen physikalischen
Bedeutungen vorkommen. Diese Massen
sind unterschiedlich definiert und erfullen
entsprechend verschiedener physikalischer
Funktionen. In der Gleichung (23) kommen
die Massen in allen diesen
unterschiedlichen Funktionen gleichzeitig

vor. Wir finden die trége, die passive
schwere sowie die aktive schwere Masse in
ihr. Dabei ist die aktive schwere Masse
wegen (3) bzw. wegen (7) in g versteckt,
das heilst g =g(M).

Aufgrund ihrer unterschiedlichen
Funktionen ware die Annahme
gerechtfertigt, dass diese verschiedenen
Massenarten nichts miteinander zu tun
haben koénnten und dass sie in
unterschiedlichen Stoffen in verschiedenen
Verhaltnissen vorkédmen. In diesem Fall
wirden bei einer gegebenen schweren
Masse m, unterschiedliche Periodendauern

fir verschiedene Stoffe resultieren — je
nachdem wie viel trdge Masse der Korper
enthalten wirde.

Wenn jedoch fir alle Stoffe stets

m, =m; (24)

gilt, kuirzen sich die trage sowie die passive
schwere Masse aus der Beziehung (23)
unter allen Bedingungen heraus und es gilt:

r=2~7r-JI (25).
g

Unter der Bedingung (24) st die
Periodendauer der Pendelschwingung nicht
von der Pendelmasse, sondern lediglich von
der Pendellinge und der Stdrke des
Gravitationsfeldes abhédngig. Im freien Fall
oder bei einem  verschwindenden
Gravitationsfeld bleibt die Pendeluhr
stehen, denn fir g — 0 folgt 7 — .

Was  demzufolge  die  Uhrmacher
verwunderte, war die Giltigkeit des in (24)
zum Ausdruck kommenden sogenannten
schwachen  Aquivalenzprinzips ~ von
Tragheit und passiver Schwere. Dieses
Prinzip ist der Grund daflr, dass unter
Vakuumbedingungen sé&mtliche Korper
unabhéngig von ihrer Masse zu jedem
Zeitpunkt gleich schnell fallen, wenn ihre
Anfangsbedingungen identisch  waren.



Was eine Pendeluhr mit Geo- und fundamentaler

Gravitationsphysik verbindet
Klaus Retzlaff

Dieses Prinzip hat Einstein auf die Idee der
Geometrisierung der Gravitation gebracht
und es gilt heute als wichtiges Fundament
der Gravitationsphysik — das konnten die
verwunderten Uhrmacher zu ihrer Zeit
allerdings noch nicht ahnen.

Da wir wvon der Giltigkeit des
Aquivalenzprinzips tiberzeugt sind, kénnen
wir uns in den weiteren Betrachtungen auf
die Beziehung (25) stitzen. Weil wir die
Periodendauer r messen konnen und die
Lange | des Pendels kennen, kénnen wir
eine Pendeluhr auch als Gravimeter
verwenden. Dazu muss lediglich die
Gleichung (25) nach g umgestellt werden

I
T

und die Uhr relativ zur Gravitationsquelle
ruhen. Mittels (26) ist es moglich, durch
Messung der  Periodendauer  das
Gravitationsfeld zu vermessen.

Kennen wir das Gravitationsfeld, die
Gravitationskonstante sowie den Erdradius,
kénnen wir eine Pendeluhr auch prinzipiell
zur Vermessung der Erdmasse verwenden.
Dazu mussen wir lediglich (3) nach der
Masse M umstellen:

2
M =RT~g 27).

Nach Einsetzen von (26) in (27) finden wir:
M=—~" 4.2 — (28).

Was man mit einer Pendeluhr so alles
machen kann!

Aber man kann noch mehr, zum Beispiel
die HoOhe des Magdeburger Doms
bestimmen. Glaubt ihr nicht? Das ist ganz
einfach! Nehmen wir an, wir haben am
FuBe des Magdeburger Doms eine

Fallbeschleunigung g, = g(R) und auf der

hochstmoglichen Position im Dom die
Fallbeschleunigung g, = g(R+h), wobei

h den Hohenunterschied bezeichnet, dann
bewirken die unterschiedlichen
Fallbeschleunigungen einen
Gangunterschied Az, das heifit, es gilt:

ArzZ-ﬁ-xﬁ-{ (29).

L_L]
Ja, Vo,
Zur Herleitung dieser Beziehung haben wir
(25) verwendet. Um nun die Hohe des

Magdeburger Doms bestimmen zu kdénnen,
missen wir das Gravitationsgesetz

verwenden:
M
go=f F
M (30).
=f
9= Rany

Die Beziehungen (30) setzen wir in (29) ein
und formen nach der gesuchten Turmhdohe
um. Wir erhalten:

he [fM AT (31).
| 2.7

Messen wir den  Unterschied der
Periodendauer Az der Schwingungen,
kénnen wir bei Kenntnis der Erdmasse die
Hohe des Magdeburger Doms bestimmen,
oder bei Kenntnis der Hohe die Erdmasse —
ohne den Erdradius zu kennen!

Das liegt daran, dass sich bei der Herleitung
der Beziehung (31) alle Terme wegheben,
in denen der Erdradius auftaucht, und dieser
bemerkenswerte Umstand verschafft uns
jetzt vollig neue Mdoglichkeiten. Statt (31)
zu benutzen, um die Turmhbdhe zu
bestimmen, sollten wir (31) nach der
Erdmasse umstellen und die bekannte
Turmhohe benutzen, um mittels der
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Pendeluhr  die Masse  der Erde
auszurechnen:

M =l(2'”'hj (32).

f AT

Wenn wir in dieser Form glucklich die
Masse der Erde bestimmt haben, kénnen
wir (26)  verwenden, um die
Fallbeschleunigung am Fufe des Turms zu
bestimmen. Denn kennen wir diese
Fallbeschleunigung, mussen wir lediglich
(3) nach dem Erdradius umstellen

rR- [t M (33)

Y

und finden infolgedessen mit (33) fir das
Volumen der Erde:

3
VZE-E-RBZE-E- fM i (34).
3 3 g

Schliellich bekommen wir mittels (32) und
(34) die mittlere Dichte der Erde heraus:

3
M 30.7-h%( g )
M_Slzhig 35).
o= 31 [Mj (35)
f2.A7

Wenn wir nun in die Beziehung (35) flr die
Erdmasse erneut die Beziehung (32)
einsetzen und fir die Fallbeschleunigung
die Beziehung (26) verwenden, erhalten wir
fiir die mittlere Dichte der Erde die einfache
Gleichung:

11 Az

ng.ﬂ?H? (36).

Die Gleichung (36) besagt, dass fir die
Messung der mittleren Dichte der Erde oder
irgendeines anderen Planeten mittels einer
Pendeluhr allein die Kenntnisse der
Gravitationskonstante, der Pendellange
sowie der Hohendifferenz der Messpunkte
uber dem mittleren Planetenradius notig
sind, wobei sich der untere Messpunkt etwa
auf dem mittleren Planetenradius befinden
muss.

Heilige Pendeluhr!

Yoy

Projektidee: In einem evakuierten Behalter wird die Otto-von-Guericke-Uhr platziert. Mittels einer Laserlichtschranke wird (iber einen Monat
der Takt der Uhr am FuRle des Magdeburger Doms gemessen und gemittelt. Die zweite Messung erfolgt an der hdchstmdglichen Stelle des
Doms, erneut fur die Dauer von einem Monat. Nach Bekanntgabe der Ergebnisse, die zeigen sollen, was mit Ottos Uhr mdglich ist, wird die
Uhr offiziell an die Otto-von-Guericke-Gesellschaft (ibergeben. Ein Projekt mit doppeltem Otto-von- Guericke-Bezug.
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Projekt: In einem evakuierten Behélter wird die vom Magdeburger Uhrmachermeister Herrn Joachim Hoppe
rekonstruierte und funktionsfahige Otto-von-Guericke-Uhr platziert. Mittels einer Laserlichtschranke wird der
Takt der Uhr ber einen Zeitraum von einem Monat am Ful des Magdeburger Doms gemessen und gemittelt,
die zweite Messung erfolgt analog an der héchstmdglichen Stelle des Doms. Nach Bekanntgabe der Ergebnisse,
die zeigen sollen, was mit Ottos Uhr mdglich ist, wird die Uhr offiziell an die Otto-von-Guericke-Gesellschaft
ibergeben. Alternativ ist es aber auch moglich, zuerst die Ubergabe durchzufiinren und dann, ebenfalls
offentlichkeitswirksam, das Experiment durchzufiihren. Das Projekt hat einen doppelten Otto-von-Guericke-
Bezug von planetarischer Dimension und ist demnach als schones Gemeinschaftsprojekt zwischen der Otto-von-
Guericke-Gesellschaft, der Astronomischen Gesellschaft Magdeburg und der Otto-von-Guericke-Universitéat
Magdeburg geeignet. Zugleich dient dieses Experiment dazu, andere Menschen flr die Physik zu begeistern.

Zusammenfassung: Die Untersuchung (ber die Machbarkeit beschrénkt sich auf die Abschatzung des
physikalisch zu erwartenden Effekts und die Fehlerabschatzung, nicht aber auf technische, organisatorische
oder finanzielle Fragen. Fiir die Beschleunigungsdifferenz ergibt sich ein Effekt von ~ 0,3mm?3s2, der Einfluss

der Dommasse von 2 % auf die Fallbeschleunigung kann vernachléssigt werden. Die Schwingungsdauer liegt
bei ~0,75s. Der gemittelte durchschnittliche Gangunterschied betragt ~85.10°s und bewirkt, dass die Uhr am

Full des Magdeburger Doms innerhalb eines Monats 39 Takte haufiger schléagt als die Uhr in der Hohe. Damit
ist prinzipiell ein Effekt sichtbar, wobei die Messgenauigkeit ein Halbtakt ist, da das Pendel den Lichtweg
wahrend eines Takts zweimal unterbricht.

Die theoretischen  Grundlagen  des
Experiments sind in [1] beschrieben. Aus
dieser Arbeit sind auch alle notwendigen
Formeln entnommen, das sind:

1. die Formel fur die Bestimmung der

Fallbeschleunigung aus der
Schwingungsdauer:

9(R) =47 % )

2. die Formel fir die Bestimmung des
Gangunterschieds

Az =7(R+h)—z(h) (2)
mit
M
go=f R
o M @)
" (R+h)?
1 1
Magdeburger Dom, Foto des Autors Ar=2.7 \/I_ . (\/g_h - \/g_OJ ®

3. die Formel flur die Bestimmung der
Erdmasse aus der Hohendifferenz h der
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Messpunkte und des Gang-
unterschieds:

| (2-7-h)
M=— 5
f( At j ©)
4. die Formel flr die Bestimmung des
Erdradius aus der Hohendifferenz, der

Schwingungsdauer am Full des Doms
sowie dem Gangunterschied?:

thé (6)

5. die Formel flr die Bestimmung der
mittleren Dichte der Erde aus den
gleichen Grolien:

11 A7
P=3'7T?HT—3 (7)

Wir beginnen mit der Abschéatzung der
Effekte.

Parameter
Diesen Untersuchungen legen wir die
folgenden Parameter zugrunde:

Gravitationskonstante:

1 N-m?
k 2

f =(6,67+0,007)-10

Erdradius:

R =(6,37+0,01)-10°m
Hohe:

h = (70,00+0,01)m

Erdmasse:

! Diese Formel ist in [1] nicht explizit angegeben,
wurde an dieser Stelle jedoch unter
Zugrundelegung von [1] hergeleitet.

M = (5,979+0,001) -10%kg

Effekte
Fallbeschleunigungen
Fir die Fallbeschleunigungen g, und g,

erhalten wir:

M m
g,="f RZ = 9,828345—2
On =

f— M _9g28018™
(R+h) s

Die Wirkung der Hohendifferenz auf die
Fallbeschleunigung zeigt sich in der dritten
Nachkommastelle, préziser ausgedrickt in
einem Bereich von der GréRenordnung

Agz0,3m—r2n. Angesichts der Kleinheit
S

dieses Effekts ist zu priifen, ob die Masse
des Magdeburger Doms, konkret der
beiden Turme, einen relevanten Einfluss
auf die Messung ausiiben kann.

Einfluss der Dommasse auf die Messung
Wir betrachten flr diese Abschétzung
lediglich einen Turm und nehmen dessen
Einfluss doppelt. Man muss jedoch
zusétzlich  bedenken, dass sich die
Turmmasse am FulR des Doms in erster
Linie Uber dem Messpunkt befindet. Damit
mindert die Dommasse die
Fallbeschleunigung g, um einen gewissen
Betrag &g, wahrend die Dommasse im
gleichen Mal3e die Fallbeschleunigung g,
um den gleichen Betrag erhoht, das heifit,
die Dommasse mindert den gesuchten
Effekt.

Fir eine Maximalabschatzung legen wir
eine  quadratische  Grundflache von
~ 225m’ zugrunde. Mit der Hohe h ergibt
sich ein Volumen von =~15.750m%,

Wahlen wir eine Dicht von 0,317L3
m

(Gestein ist zwar schwerer, aber wir
missen die Hohlrdume einbeziehen),
konnen wir die Turmmasse auf rund
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5.000 Tonnen schatzen. Eine grobe
Abschétzung liefert einen Effekt in der

) m
GroRenordnung von rund ~ 6-107°—-, was
s

einer Verkleinerung der gemessenen

Fallbeschleunigung um z0,00Gm—T am
S

Boden des Doms oder einer Vergrélierung
in der Hohe entspricht, das heilit, er betragt
2 % und kann vernachl&ssigt werden.

Periodendauer und Gangunterschied
Fur die Periodendauer am Boden bei einer
Pendelldnge von 14 cm ergibt sich:

7, =0,749904(5)s
7, =0,749913(0)s
Ar=85-10"°s

Taktzahlen fir einen Monat
Ein Monat von 30 Tagen dauert

2,592-10°sund  fir diesen  Zeitraum
ergeben sich die folgenden Taktzahlen:

k, = 3,456440-10°
k, = 3,456401-10°
Ak =39

Die Uhr am Boden des Magdeburger
Doms schlagt innerhalb eines Monats
39 Takte mehr als die Uhr in der Hohe.

Da das Pendel die Lichtschranke wahrend
eines Takts zweimal unterbricht, werden
78 Unterbrechungen vom Zahlwerk
registriert, wenn sich alle periodischen
oder aperiodischen Storeinflisse Uber die
Zeit herausmitteln. Die Genauigkeit ist
damit ein Halbtakt.

Laufzeitunterschied fur einen Monat

Die 39 Takte Unterschied entsprechen
einer Zeitdifferenz von

AT = 29,246%/Ionat .

Quellen

[1] Klaus Retzlaff, Astronomische
Gesellschaft Magdeburg, ,,Was eine
Pendeluhr mit Geo- und fundamentaler
Gravitationsphysik verbindet*, 03/2013.






Konzeption und Fehlerrechnung fur das Projekt:
Bestimmung des Erdradius, der Erdmasse und der Erddichte mittels der Pendeluhr von Otto
von Guericke
Martin Nischang und Klaus Retzlaff
Astronomische Gesellschaft Magdeburg e.V.

Projektidee: Mittels der Uhr Otto von Guerickes werden der Erdradius, die Erdmasse sowie die
mittlere Dichte der Erde ermittelt. In einem evakuierten Behélter wird die vom Magdeburger
Uhrmachermeister Herrn Joachim Hoppe rekonstruierte und funktionsfahige Otto-von-Guericke-Uhr
platziert. Mittels einer Laserlichtschranke wird der Takt der Uhr Uber einen Zeitraum von einem
Monat am FulR des Magdeburger Doms gemessen und die Gesamtdauer fir eine vorgegebene
Taktanzahl ermittelt. Eine zweite Messung erfolgt analog an der héchstmoglichen Stelle des Doms.
Die Temperatur wird in beiden Experimenten konstant gehalten, um thermische Einfliisse auf die
Pendellange auszuschalten. Nach Bekanntgabe der Ergebnisse, die zeigen sollen, was mit Ottos Uhr
moglich ist, wird die Uhr offiziell an die Otto-von-Guericke-Gesellschaft ibergeben. Alternativ ist es
aber auch mdglich, zuerst die Ubergabe durchzufiinren und dann, ebenfalls offentlichkeitswirksam,
das Experiment durchzufiihren. Das Projekt hat einen doppelten Otto-von-Guericke-Bezug von
planetarischer Dimension und ist demnach als schénes Gemeinschaftsprojekt zwischen der Otto-von-
Guericke-Gesellschaft, der Astronomischen Gesellschaft Magdeburg und der Otto-von-Guericke-
Universitat Magdeburg geeignet. Zugleich dient dieses Experiment dazu, andere Menschen flr die
Physik zu begeistern.

0. Theoretische Grundlagen Erdmittelpunkt unter Nutzung der

Die theoretischen Grundlagen sind in [1]
dargestellt. Die Otto-von-Guericke-Uhr wird
als Pendel betrachtet, es gilt die Gleichung fiir
die Fallbeschleunigung g :

g= 47" (),
T

unter der Annahme kleiner Pendelausschlége.
In (1) gehen die Pendellinge | und die
Periodendauer 7 ein. Um periodische und
aperiodische Fehler herauszumitteln, erfolgt
die Messung (Uber eine hinreichend groRe
Anzahl von Takten k. Der Zusammenhang
zwischen  Taktzahl, Periodendauer und
Messzeit T ist:

T
T=— 2).
" )
Durch Einsetzen in (1) folgt:
2
g=4-7r2~|_|_—2 3).

Physikalisch ist g vom Abstand zum

Erdmittelpunkt und von der Erdmasse
abhangig. Da diese beiden GroRen bestimmt
werden sollen, sind zwei Gleichungen fur diese
beiden als unbekannt angenommenen Grofien
erforderlich. Diese beiden unabhdngigen
Gleichungen gewinnt man, wenn zwei
Messungen in unterschiedlichem Abstand vom

Beziehung (1) durchgefiihrt werden. Mittels
des Newtonschen Gravitationsgesetzes ergibt
sich fiir den Radius der Erde:

Rehfo _pto @),
At AT

fur die Erdmasse:

2 2
M :L(Z'”'hj :L(Mj (5)
f AT f AT

und fir die mittlere Dichte der Erde:

3.7l At 3.7 1 k> AT
N AN N )
f he f hTT,

Darin sind:

Gravitationskonstante: f

Hohenunterschied: h
Differenz der Messgrofien A

Die Genauigkeit sowie der Erfolg des
Experiments hangen von der Genauigkeit der
Bestimmung der Fallbeschleunigungen an den
beiden Messorten ab. Unter Anwendung des
Fehlerfortpflanzungs-gesetzes

_|99
59_‘&

a—g‘ék ™

‘él +
ok

6—9‘51' + 0
oT
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finden wir fir den Fehler der Messung:

2 2
5g=4-722|_;—261 +4-7r2-|_|_—2§ (8).

Wegen des Zusammenhangs (2), aber auch
weil k eine festgelegte natirliche Zahl ist,
kann &k =0 gesetzt werden. k wird durch ein
Z&hlwerk eindeutig und fehlerfrei bestimmt.

Die Betrachtung von (8) zeigt, dass der zweite

Term aufgrund von ? beliebig Klein wird,

wenn lediglich die Messung hinreichend lange
durchgefuhrt wird. Demgegeniiber wére ein
Fehler in der Pendelldnge von systematischer
Natur. Wegen der Kleinheit des zu
erwartenden Effekts kann an diesem Fehler das
Experiment scheitern. Deshalb muss die
Pendelldnge sehr genau bestimmt werden. In
diesem Zusammenhang geht es nicht um eine
genaue L&ngenmessung. Die Pendellédnge ist
hierbei als effektive Pendellange dynamisch zu
bestimmen, die die Schwingungseigenschaften
des Uhrenpendels festlegt.

1. Bestimmung der Pendellénge

Die Ungenauigkeit der Pendellange der Uhr ist
die kritische GroRe fir das Experiment.
Demnach ist es notig, diese mit sehr hoher
Genauigkeit zu bestimmen. Dies kann durch
ein auflerst genaues supraleitendes Gravimeter
ermoglicht  werden, mit dem  die
Fallbeschleunigung am unteren Messort
bestimmt wird. Wir bezeichnen die so ,,exakt*
ermittelte Fallbeschleunigung mit g. Da die

erste Messung Uber die Zeit T, (ca. ein Monat)

durchgefuhrt wird, kann diese Zeit benutzt
werden, um die Pendelldnge zu bestimmen:

g T,
= o 9
4.7%K? ©)

Der Fehler der Pendelldnge ist demnach:

TS g-T
512 0 + 0
4-7r2~k2§g 2-7%-k?

5T, (10).

Es muss zudem ermittelt werden, welche
Genauigkeiten fiir g und T, erreicht werden

kdnnen.

2. Der Gangunterschied
Der Gangunterschied tiber k Takte ergibt sich
aus

AT =T, -T, =k-Ar (11)
mit
AT:Z.E.\/T.(L_LJ
VIn 49
Die Indizes bezeichnen den Messort, das heif3t
=g(R) und g, = g(R+h), wobei R fur

den Erdradius am Boden des Magdeburger
Doms steht. Es wird hierbei ndherungsweise
angenommen, dass diese Hohe am FuR des
Doms ungefdhr dem durchschnittlichen
Erdradius entspricht. Fir den Fehler des
Gangunterschieds finden wir:

(12).

OAT = k(

el
7 7

8, + T %,
F Joi

3. Der Erdradius
Der Erdradius kann mithilfe der Beziehung (4)
bestimmt werden. Es folgt der Fehler:

(13).

Rt DToar i o m )
AT 0T AT AT

4. Die Erdmasse
Unter Zugrundelegung von (5) ergibt sich die
Fehlerabschatzung zu:
2 \W2 2
=87 —hA K AT +

T3

f
2 e (15).
f AT?
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5. Die mittlere Dichte der Erde

Tabelle 2: Ubersicht tiber die Einzelterme.

Fur den Fehler der Messung der mittleren

Dichte der Erde folgt unter Verwendung von Termbezeichnung Term
(6) schlieRlich: in der Simulation
k2
AT k2 T _5]
_ 3-m-AT 3k S+ E, To
f-h-T, 5
2 or
3.7-1-AT -k’ E, 4l
+ oh+ 0o o
f M h2 'T4 2
(16). 4.7 k
3-7-1-k? E, 4
?gAT + h
4.7%.1 K oT
9.-7-1-AT -k? E, T2 T
iy o0 —
0 E K —Z—-—Z_ |4
6. Fehlersimulation ) Ji-a, -9,
Die folgende Computersimulation untersucht
die zu erwartenden Effekte sowie die E 7K \/_59
Auswirkungen der einzelnen Fehler auf die 5 /g "
gesuchten Ergebnisse. Fur die Analyse ist die n
Betrachtung der Einzelterme von Interesse. 7-k- \/_
Aus diesem Grund wird an dieser Stelle die Es \/‘ Y
Ubersicht tber die Terme in Tabelle 2 90
angegeben. Tabellel zeigt dagegen die h
Zuordnung der Terme zu den interessierenden E, E‘STO
GroRen. nT
E > OAT
Tabelle 1: Zuordnung der Terme zu den 8
Fehlern  der  Fallbeschleunigung,  des T,
Gangunterschieds, des  Erdradius, der E, AT
Erdmasse sowie der mittleren Erddichte. FEIE
E 8.7 .3 OAT
g, =E, +E, 10 f AT
A, =E, +E, 8-7% h-k?
SAT =E, +E, +E, Eu fAT?
R=E, +E; +E, - 3.7 AT -k?
M =E, +Ey, 2 f-h-Ty
op=E, +Ez+Ey, +E; 3-7-1-AT -k’
Eis f-h?.T,
2
E —3 al k3 OAT
14 f-h .T0
9-7-1-AT -k?
Eis f.h-T 0
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Tabelle 3 erganzt die Auflistung um die
Fehlerterme fur die Pendelldnge gemaR der
Beziehung (10).

Tabelle 3: Die Genauigkeit der Pendellange ist
die Crux des Experiments. Die Tabelle gibt die
Fehlerterme an.

2 K?
E16 4.7 _I_—Zé]
g 'To
E,; 2.71%.k? T
Fehler Pendelldange A=E,+E,

Erste vorlaufige
Fehlersimulation
Die ersten Ergebnisse einer Simulation fur
bestimmte festgelegte Annahmen (Uber die
Genauigkeit der Messgroflen sowie die
vorausgesetzten geophysikalischen Parameter
sind in der folgenden Liste des
Computerausdrucks angegeben. Diese Liste
enthalt die Computernomenklatur.

Ergebnisse der

Liste 1: Computerausdruck der Simulation, in
dieser Liste bedeutet 0 =6 und D =A. Die
Bedeutung  der Ubrigen  GroBen st
selbsterklarend.

M = 5.97900000000000E+0024 kg

R =6.37000000000000E+0006 m

f = 6.67000000000000E-0011 N m”2 [ kg2
Error T=0.015s

Error g = 0.000001 m/s"2

Error h =0.001 m

h=70.0m

1=0.14m

Zeit = 1.0 Monate

Roh = 5.52232099390985E+0003 kg/m”3
Roh = 5.52232099390985E+0000 g/cm”3
g0 = 9.82823478383021E+0000 m/s"2

gh = 9.82801878223060E+0000 m/s"2
gh-g0 =-2.16001599611732E-0004 m/s"2
tau0 = 7.49904785180876E-0001 s

tauh = 7.49913025892801E-0001 s

Dtau = 8.24071192506460E-0006 s

k = 3.45643880559425E+0006 Takte

TO = 2.59200000000000E+0006 s

Th = 2.59202848351648E+0006 S

DT =2.84835164835167E+0001 s

Error | = 1.53249208636097E-0008 m
Error g0 = 1.11375271740544E-0006 m/~2
Error gh = 1.11372782306434E-0006 m/~2
Error DT =2.93733081329375E-0001 s
Error R = 6.57809378681311E+0004 m
Error M = 8.82045482341191E+0023 kg
Error Roh = 5.69489866916968E+01 kg/m~3
Term E 0 = 0.000010946 %

Term E 1 = 0.000000386 %

Term E 2 = 0.000010946 %

Term E 3 = 0.000000386 %

Term E 4 = 0.000005473 %

Term E 5=0.515619414 %

Term E 6 = 0.515613940 %

Term E 7 = 0.000000386 %

Term E 8 = 1.031238827 %

Term E 9 =0.001428571 %

Term E 10 = 14.731983246 %

Term E 11 = 0.020408163 %

Term E 12 =0.000010946 %

Term E 13 = 0.000000000 %

Term E 14 = 1.031238827 %

Term E 15 =0.000001157 %

Term E 16 =0.000010175 %

Term E 17 =0.000000772 %

Die Ergebnisse sind aus zwei Grinden
vorlaufig: 1. Die Formeln und das
Computerprogramm  sind  noch  nicht
vollstandig auf Richtigkeit geprift.

2. Unklarheit herrscht im Augenblick Uber die
zugrunde gelegten InputgréBen, insbesondere
tiber die Genauigkeit, mit der g fir die Eichung
bestimmbar ist.
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